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Algunas Definiciones (I)Algunas Definiciones (I)
 EcuaciEcuacióón diferencial:n diferencial: EcuaciEcuacióón que relaciona dos o mn que relaciona dos o máás s 

variables en tvariables en téérminos de sus derivadas o diferenciales.rminos de sus derivadas o diferenciales.
 Variables independientes:Variables independientes: Si existen una o mSi existen una o máás derivadas s derivadas 

con respecto a esa variable.con respecto a esa variable.
 Variables dependientes: Variables dependientes: Cuando existen derivadas con Cuando existen derivadas con 

respecto a esa variable.respecto a esa variable.
 Ecuaciones diferenciales ordinarias (Ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOEDO´́ss): ): Si hay una Si hay una 

sola variable independiente (entonces las derivadas son sola variable independiente (entonces las derivadas son 
totales).totales).

 Ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (Ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (EDPEDP´́ss):): Si Si 
en la ecuacien la ecuacióón aparecen dos o mn aparecen dos o máás variables independientes s variables independientes 
(entonces las derivadas ser(entonces las derivadas seráán parciales).n parciales).
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Algunas Definiciones (II)Algunas Definiciones (II)
 Orden de una ecuaciOrden de una ecuacióón diferencial:n diferencial: Determinado por la derivada de Determinado por la derivada de 

mayor orden que aparece en la ecuacimayor orden que aparece en la ecuacióón diferencial.n diferencial.
 Grado de una ecuaciGrado de una ecuacióón diferencial: n diferencial: Determinado por el grado algebraico Determinado por el grado algebraico 

de la derivada de mayor orden que aparece en la ecuacide la derivada de mayor orden que aparece en la ecuacióón.n.
 EcuaciEcuacióón diferencial lineal: n diferencial lineal: Si no aparecen potencias de la variable Si no aparecen potencias de la variable 

dependiente y sus derivadas ni productos de la variable dependiedependiente y sus derivadas ni productos de la variable dependiente por nte por 
sus derivadas o productos entre derivadas.sus derivadas o productos entre derivadas.

 SoluciSolucióón de una ecuacin de una ecuacióón diferencial: n diferencial: Cualquier relaciCualquier relacióón funcional de las n funcional de las 
variables que no incluya derivadas o integrales de funciones variables que no incluya derivadas o integrales de funciones 
desconocidas, en el sentido que la verifique iddesconocidas, en el sentido que la verifique idéénticamente por sustitucinticamente por sustitucióón n 
directa.directa.

 EcuaciEcuacióón diferencial homogn diferencial homogéénea:nea: Una ecuaciUna ecuacióón diferencial (o condicin diferencial (o condicióón) n) 
se dice homogse dice homogéénea si es satisfecha por una funcinea si es satisfecha por una funcióón particular n particular x(tx(t),),
tambitambiéén lo es por n lo es por c c x(tx(t).).
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EjemplosEjemplos

 2 2t x dt 2 t x dx 0            (c)  

dx cos t                                 (a)
dt

ω

2
2

2

d x k x 0                            (b)
dt

 

2 2

2 2

V V 0                           (f)
x y

 
 

 
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2

d x dxt x x 0             (d)
dt dt

 
   

 
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2

d x dx 8 x 0               (e)
dt dt

    
 
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SoluciSolucióón de una Ecuacin de una Ecuacióón Diferencialn Diferencial (I)(I)
Consideremos la forma implConsideremos la forma implíícita de la EDO de orden cita de la EDO de orden nn::

donde:donde:
 ' '' ( n )F t , x , x , x , ..., x 0

 

 

 

'

2
''

2

n
( n )

n

dxx t
dt
d xx t
dt

d xx t
dt








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SoluciSolucióón de una Ecuacin de una Ecuacióón Diferencial (II)n Diferencial (II)

 AsAsíí expresada, la EDO es:expresada, la EDO es:
1)1) Ordinaria (sOrdinaria (sóólo aparecen derivadas totales).lo aparecen derivadas totales).
2)2) De orden De orden nn ((nn es el mayor orden de derivacies el mayor orden de derivacióón).n).
3)3) En principio, puede ser lineal o no lineal.En principio, puede ser lineal o no lineal.

 Si existe una funciSi existe una funcióón n x(tx(t)) que satisface la EDO de que satisface la EDO de 
orden orden nn, entonces  , entonces  x(tx(t)) se llama solucise llama solucióón de la n de la 
ecuaciecuacióón diferencial.n diferencial.



14/10/201614/10/2016 MatemMatemáática Superior Aplicada    tica Superior Aplicada    
Dr. Alejandro S. M. Santa Cruz               UTN Dr. Alejandro S. M. Santa Cruz               UTN -- FRRoFRRo

77

SoluciSolucióón de una Ecuacin de una Ecuacióón Diferencial (III)n Diferencial (III)

Para encontrar la primitiva Para encontrar la primitiva x(tx(t)) es necesario efectuar es necesario efectuar 
nn integraciones, lo cual implica que deben aparecer integraciones, lo cual implica que deben aparecer nn
constantes arbitrarias. Entonces puede aceptarse que:constantes arbitrarias. Entonces puede aceptarse que:

es la solucies la solucióón de la ecuacin de la ecuacióón diferencial.n diferencial.

 

 

1 2 3 n

1 2 3 n

G x,t ,c ,c ,c , ...,c 0

o
x g t ,c ,c ,c , ...,c




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Dependiendo como se elijan estos valores o Dependiendo como se elijan estos valores o 
constantes para particularizar una soluciconstantes para particularizar una solucióón, n, 
distinguimos dos tipos de problemas:distinguimos dos tipos de problemas:

1)1) Problema de valores iniciales.Problema de valores iniciales.
2)2) Problema de valores de contorno.Problema de valores de contorno.

SoluciSolucióón de una Ecuacin de una Ecuacióón Diferencial (IV)n Diferencial (IV)
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Problema de Valores InicialesProblema de Valores Iniciales

Gobernado por una EDO de orden Gobernado por una EDO de orden nn::
(forma impl(forma implíícita) y un conjunto de cita) y un conjunto de nn condiciones independientes condiciones independientes 
vváálidas para el punto inicial lidas para el punto inicial t = tt = t00::

 ' '' ( n )F t , x , x , x , ..., x 0

 
 
 

 

0 0

' '
0 0

'' ''
0 0

( n 1 ) ( n 1 )
0 0

x t x

x t x

x t x

x t x 










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Problema de Valores de ContornoProblema de Valores de Contorno

 Deben establecerse condiciones en todos y cada uno de Deben establecerse condiciones en todos y cada uno de 
los puntos que constituyen la frontera del domino de los puntos que constituyen la frontera del domino de 
soluciones del problema.soluciones del problema.

 En el espacio o dominio unidimensional hay dos puntos En el espacio o dominio unidimensional hay dos puntos 
frontera, en frontera, en t = tt = t00 y y t = tt = tff si el dominio es el intervalo si el dominio es el intervalo 
cerrado cerrado [t[t0 0 , t, tf f ]]..

 Por consiguiente el orden mPor consiguiente el orden míínimo de una EDO para un nimo de una EDO para un 
problema de valores de frontera es problema de valores de frontera es 22..
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AproximaciAproximacióón a la Solucin a la Solucióón de EDOn de EDO’’ss

 Procesos fisicoquProcesos fisicoquíímicos en IQ  micos en IQ   cambios cambios 
dependientes del tiempo.dependientes del tiempo.

 ModelizaciModelizacióón n  EDOEDO’’ss
 TTéécnicas de resolucicnicas de resolucióón:n:

1)1) AnalAnalííticas (bien conocidas).ticas (bien conocidas).
2)2) NumNumééricas (fundamentales para resolver ricas (fundamentales para resolver 

ecuaciones diferenciales no lineales y stiff).ecuaciones diferenciales no lineales y stiff).
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SoluciSolucióón de una EDO de Orden nn de una EDO de Orden n

 Se lleva a un Se lleva a un sistema desistema de n ecuaciones diferenciales de 1er. n ecuaciones diferenciales de 1er. 
OrdenOrden mediante un cambio de variables:mediante un cambio de variables:

 
 

 

 
 

 
 

n 12

1 2 3 n2 n 1

1 2

2 3

n 1 n

n 1 2 n

dx d x d xx x t ; x ; x ;  ... ; x
dt dt dt

y
x' t x

x' t x

x' t x

x' f t , x , x , ..., x







   










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AproximaciAproximacióón a la Solucin a la Solucióón de EDOn de EDO’’ss
de 1er. Ordende 1er. Orden

Forma ImplForma Implíícita:cita:

Forma ExplForma Explíícita:cita:

Si  Si  f = f(t)f = f(t)

Si  Si  f = f(x,t)f = f(x,t)

 'F t , x , x 0

 dx f t , x
dt



 
0

t

0 t
x t x f ( t )dt  

   
0

t

0 t
x t x f x t ,t dt    

MMéétodos de Cuadraturatodos de Cuadratura

MMéétodos de Integracitodos de Integracióónn
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 Como primer etapa en el proceso de cComo primer etapa en el proceso de cáálculo en forma numlculo en forma numéérica lo que se hace rica lo que se hace 
es dividir el intervalo de variacies dividir el intervalo de variacióón de la variable independiente n de la variable independiente tt, , [t[t00,, ttff]] en en 
subintervalos  o pasos en los que se aproxima la solucisubintervalos  o pasos en los que se aproxima la solucióón verdadera x(t) en n verdadera x(t) en 
(n+1) valores igualmente espaciados de (n+1) valores igualmente espaciados de t: tt: t00, t, t11, t, t22,  ,  …… , t, tf f = t= tnn tal que:tal que:

h = (th = (tf f -- tt00 )/n)/n
y y ttii = t= t00 + ih+ ih, con , con i= 0, 1, 2, 3, i= 0, 1, 2, 3, ……, n, n

 SoluciSolucióón de la EDO: En forma tabular en los (n+1) puntos de divisin de la EDO: En forma tabular en los (n+1) puntos de divisióón del n del 
intervalo.intervalo.
 x(tx(tii)) : Valor verdadero de  la funci: Valor verdadero de  la funcióón en n en ttii

 xxii : Valor aproximado de la funci: Valor aproximado de la funcióón enn en ttii

 Entonces: Entonces: xx’’(t(tii) )  f(tf(ti i , x, xii) = f) = fii

 Si no hay errores de redondeo (o al menos Si no hay errores de redondeo (o al menos ééstos son suficientemente pequestos son suficientemente pequeñños os 
como para que no influyan en el ccomo para que no influyan en el cáálculo), entonces: lculo), entonces: |e|eii| = |x| = |xii –– x(tx(ti i )|)| se denominase denomina
error de discretizacierror de discretizacióónn o deo de truncamientotruncamiento..

AproximaciAproximacióón a la Solucin a la Solucióón de EDOn de EDO’’ss
de 1er. Ordende 1er. Orden
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En una primera aproximaciEn una primera aproximacióón podemos clasificarlos en:n podemos clasificarlos en:
I.I. AquellosAquellos que hacen usoque hacen uso directo o indirecto de la expansidirecto o indirecto de la expansióón en n en 

serie de Taylor de la soluciserie de Taylor de la solucióón n x(t)x(t)..

II.II. FFóórmulas de integracirmulas de integracióón abiertas o cerradas.n abiertas o cerradas.

A su vez, los diversos procedimientos pueden clasificarse A su vez, los diversos procedimientos pueden clasificarse 
de manera general como:de manera general como:

1)1) MMéétodos de paso simple: Se evaltodos de paso simple: Se evalúúa a xxi+1i+1 con con ttii e e xxi i y/oy/o ffii

2)2) MMéétodos de paso mtodos de paso múúltiple: Se evalltiple: Se evalúúa a xxi+1i+1 con valores fuera de con valores fuera de [t[tii, t, ti+1i+1]]..

Algoritmos NumAlgoritmos Numééricos para Resolver ricos para Resolver 
EDOs con Condiciones InicialesEDOs con Condiciones Iniciales
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 Se expandeSe expande x(t)x(t) alrededor de la condicialrededor de la condicióón inicialn inicial x(tx(t0 0 ))::

 Si se especifica la c.i., Si se especifica la c.i., x(tx(t0 0 )),,

 Entonces:Entonces:

dondedonde

y asy asíí sucesivamente.sucesivamente.

   

   

0

0

0 0
t t

2

0 0 2
t t

df ' t , x t f t , x t
dt

df '' t , x t f t , x t
dt





      

      

         
2 3

0 0 0 0 0
h hx t h x t h x' t x'' t x''' t ...
2! 3!

      

AproximaciAproximacióón de una EDO Mediante  n de una EDO Mediante  
ExpansiExpansióón en Series de Taylor (I)n en Series de Taylor (I)

 
0

0 0 0
t t

dxx'( t ) f t , x t
dt 

    

         
2 3

0 0 0 0 0 0 0 0
h hx t h x t h f t , x t f ' t , x t f '' t , x t ...
2! 3!

                
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 Las derivadas de orden superior se obtienen aplicando la regla Las derivadas de orden superior se obtienen aplicando la regla 
de la cadena:de la cadena:

 Para pasar de Para pasar de ttii a a tti+1i+1 = t= tii +h+h hacemoshacemos

con con i i  ((ttii , t, ti+1i+1))

 d f f dxf t , x
dt t x dt

 
 
 

AproximaciAproximacióón de una EDO Mediante  n de una EDO Mediante  
ExpansiExpansióón en Series de Taylor (II)n en Series de Taylor (II)

           
n n 1

( n 1 ) ( n )
i i i i i i i i

h hx t h x t h f t , x t ... f t , x t f , x
n! n 1 !

ξ ξ


               
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AproximaciAproximacióón de una EDO Mediante  n de una EDO Mediante  
ExpansiExpansióón en Series de Taylor (III)n en Series de Taylor (III)

Algoritmos de Orden hAlgoritmos de Orden hnn

 Lado izquierdo del desarrollo de Taylor: Lado izquierdo del desarrollo de Taylor: 

 Lado derecho: Lado derecho: 

 Algoritmo:Algoritmo:
 i ix t x    ( n ) ( n ) ( n )

i i i i if t , x t f t , x f    

 
   




       


2 3 n n 1
n' '' ( n 1 )

i 1 i i i i i i
h h h hx x h f f f ... f f
2! 3! n! n 1 !

ξ

   i 1 i i 1x t x t h x   
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AproximaciAproximacióón de una EDO Mediante  n de una EDO Mediante  
ExpansiExpansióón en Series de Taylor (IV)n en Series de Taylor (IV)

Algoritmos de Orden hAlgoritmos de Orden hnn

 Error local de truncamiento:Error local de truncamiento:

 La derivaciLa derivacióón de n de f[t,x(t)]f[t,x(t)] puede llegar a ser muy complicada.puede llegar a ser muy complicada.

 SSóólo se utiliza en para el caso mlo se utiliza en para el caso máás simple:s simple:

 En general, la expansiEn general, la expansióón en serie de Taylor de n en serie de Taylor de x(t)x(t) no se no se 
utiliza para resolver EDOs.utiliza para resolver EDOs.

 
n 1he E

n 1 !






   ( n )
i i 1máx

E f , x   ;   t ,tξ ξ ξ    

 i 1 i i ïx x h f t , x  
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MMéétodos Expltodos Explíícitos de Resolucicitos de Resolucióón de EDOsn de EDOs

 EvaluaciEvaluacióón expln explíícita de cita de f(t,x)f(t,x) y sus derivadas.y sus derivadas.

 Avance paso a paso en el tiempo sin utilizar Avance paso a paso en el tiempo sin utilizar 
procedimientos iterativos.procedimientos iterativos.

 MMéétodos mtodos máás difundidos:s difundidos:
EulerEuler

Runge Runge –– Kutta de 4to. ordenKutta de 4to. orden
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MMéétodo Expltodo Explíícito de Euler (I)cito de Euler (I)
(Forward Euler)(Forward Euler)

 i 1 i i ïx x h f t , x  

h es el paso de integracies el paso de integracióónn

Algoritmo:Algoritmo:
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MMéétodo Expltodo Explíícito de Euler (II)cito de Euler (II)
(Forward Euler)(Forward Euler)

 Error local de truncamiento: Error local de truncamiento: 

 Error global (el acumulado en todos los pasos en el Error global (el acumulado en todos los pasos en el 
intervalo de integraciintervalo de integracióón):n):

donde donde MM es una cota superior de es una cota superior de ff ’’(x,t)(x,t) en en [t[t00 , t, tff ]] y y K  K  
satisface:satisface:

     f t ,
f t , x* f t , x  = x* x K x* x  ; x x*

x
α

α


     


   
2

'
i i 1máx

he E con E f , x   ;   t ,t
2     ξ ξ ξ

 f 0t t K

global

M he   e
2K


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Ejemplo 01Ejemplo 01
MMéétodo Expltodo Explíícito de Eulercito de Euler

ReacciReaccióón de 1er. Orden en un Reactor Batchn de 1er. Orden en un Reactor Batch

 El reactivo es consumido por una El reactivo es consumido por una 
reaccireaccióón de 1er. orden.n de 1er. orden.

 La velocidad de reacciLa velocidad de reaccióón por n por 
unidad de volumen de fluido en el unidad de volumen de fluido en el 
reactor es reactor es r = r = -- k ck c. donde  . donde  kk es es 
constante, y constante, y c c es la concentracies la concentracióón n 
del reactivo en el reactor.del reactivo en el reactor.

 El balance de materia en el reactor El balance de materia en el reactor 
suministra la siguiente ecuacisuministra la siguiente ecuacióón:n:

dcV kcV
dt

 
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 La concentraciLa concentracióón del reactivo estn del reactivo estáá determinada por:determinada por:

donde  donde  cc es la concentracies la concentracióón al tiempo n al tiempo tt , y , y cc00 es la concentracies la concentracióón n 
inicial. inicial. 

 Si establecemos que Si establecemos que x=c/cox=c/co, entonces:, entonces:

y y x(tx(t00=0)=1=0)=1..
 Una soluciUna solucióón analn analíítica generartica generaráá un decaimiento exponencial con un un decaimiento exponencial con un 

tiempo constante, tiempo constante, ττ = 1 / k= 1 / k . . 
 El problema es de valores iniciales porque hemos suministrado unEl problema es de valores iniciales porque hemos suministrado una a 

condicicondicióón inicial y podemos avanzar en el tiempo a partir de esa n inicial y podemos avanzar en el tiempo a partir de esa 
condicicondicióón inicial.n inicial.

   0
0

d c c
V k c c V

dt
 

dx kx
dt

 

Ejemplo 01Ejemplo 01
MMéétodo Expltodo Explíícito de Eulercito de Euler
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Archivo de Comando de MATLAB:Archivo de Comando de MATLAB:
Reactor.m: Reactor.m: Archivo de comandos que llama a la funciArchivo de comandos que llama a la funcióónn
Euler.mEuler.m..

MMéétodo:todo:
Euler.m:Euler.m: FunciFuncióón que implementa el algoritmo expln que implementa el algoritmo explíícito de cito de 
Euler.Euler.

Funciones:Funciones:
TestFunction.m: TestFunction.m: FunciFuncióón que implementa el lado derecho n que implementa el lado derecho 
de la EDO explde la EDO explíícita (llamada por cita (llamada por Euler.mEuler.m).).

Ejemplo 01Ejemplo 01
MMéétodo Expltodo Explíícito de Eulercito de Euler
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EjecuciEjecucióón del Programa en MATLABn del Programa en MATLAB
>> Reactor
Ingrese el valor inicial de x(t): 1
Ingrese el tiempo inicial t0: 0
Ingrese el tiempo final tf: 10
Ingrese el número de pasos: 100
Ingrese la función de prueba: 'TestFunction'
La soluciLa solucióón numn numéérica de nuestro problema se grafica a rica de nuestro problema se grafica a 
continuacicontinuacióón utilizando diferentes nn utilizando diferentes núúmeros de pasos en el meros de pasos en el 
rango de 0 a 10 segundos.rango de 0 a 10 segundos.

Ejemplo 01Ejemplo 01
MMéétodo Expltodo Explíícito de Eulercito de Euler
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SoluciSolucióón del problema utilizando 100 pasos sobre 10 seg.n del problema utilizando 100 pasos sobre 10 seg.

Ejemplo 01Ejemplo 01
MMéétodo Expltodo Explíícito de Eulercito de Euler
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Ejemplo 01Ejemplo 01
MMéétodo Expltodo Explíícito de Eulercito de Euler
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Ejemplo 01Ejemplo 01
MMéétodo Expltodo Explíícito de Eulercito de Euler
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Ejemplo 01Ejemplo 01
MMéétodo Expltodo Explíícito de Eulercito de Euler
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Ejemplo 01Ejemplo 01
MMéétodo Expltodo Explíícito de Eulercito de Euler
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Estabilidad del MEstabilidad del Méétodo de Euler (I)todo de Euler (I)

 La soluciLa solucióón exacta de la ecuacin exacta de la ecuacióón:n:

es:es:

 Para Para λλ < 0, la soluci< 0, la solucióón debern deberíía decaer a cero. Deseamos a decaer a cero. Deseamos 
que nuestra solucique nuestra solucióón numn numéérica haga lo mismo:rica haga lo mismo:

 Para que la soluciPara que la solucióón numn numéérica tienda a cero, entonces se rica tienda a cero, entonces se 
debe verificar que:debe verificar que:

exacta tx e

 dx x  para x t 0 1
dt

   

 i 1 i i i i ix x h f x h x x 1 h        

    1 h 1  -2 < h < 0



14/10/201614/10/2016 MatemMatemáática Superior Aplicada    tica Superior Aplicada    
Dr. Alejandro S. M. Santa Cruz               UTN Dr. Alejandro S. M. Santa Cruz               UTN -- FRRoFRRo

3333

Estabilidad del MEstabilidad del Méétodo de Euler (II)todo de Euler (II)

ConclusiConclusióón: n: En nuestro ejemplo, el mEn nuestro ejemplo, el méétodo se vuelve todo se vuelve 
inestable si:inestable si:

h> 2 seg. ( = - 1)
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Estabilidad del MEstabilidad del Méétodo de Euler (III)todo de Euler (III)

El error relativo El error relativo 
decrece en cada decrece en cada 
iteraciiteracióón. Esto se n. Esto se 
debe a que la debe a que la 
solucisolucióón crece n crece 
exponencialmente.exponencialmente.

El error relativo se El error relativo se 
vuelve muy grande.  vuelve muy grande.  
Esto se debe a que la Esto se debe a que la 
solucisolucióón tiende a n tiende a 
cero. El error relativo cero. El error relativo 
no es relevante. no es relevante. 

Error RelativoError Relativo

El error absoluto se El error absoluto se 
incrementa sin incrementa sin 
llíímites.mites.

El error absoluto El error absoluto 
decrecerdecreceráá si :si :

| (1 + | (1 +  h) | < 1h) | < 1

Error AbsolutoError Absoluto

 > 0> 0 < 0< 0

   
2

2
i 1 i i

he e 1 h x t
2     

 
i 1 i

2
r r 2 hhe e 1 h e

2

 
     

 
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Estabilidad del MEstabilidad del Méétodo de Euler (IV)todo de Euler (IV)
ExtensiExtensióón del Ann del Anáálisis de Errores y de Estabilidad a lisis de Errores y de Estabilidad a 

Ecuaciones No LinealesEcuaciones No Lineales
 Generalmente una EDO tendrGeneralmente una EDO tendráá la forma:la forma:

 Podemos aproximar el lado derecho utilizando el desarrollo en Podemos aproximar el lado derecho utilizando el desarrollo en 
serie de Taylor:serie de Taylor:

 Un cambio de variables a Un cambio de variables a Y = x Y = x –– xx00 dardaráá::

 Localmente, ahora la ecuaciLocalmente, ahora la ecuacióón luce como nuestro problema n luce como nuestro problema 
previo, pero con: previo, pero con: 

 dx f x
dt



     
0

0
0 0

x

d x x dff x x x
dt dx
     

 

0x

dY df Y cte
dt dx

   
 

0x

df
dx

   
 

λ
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Estabilidad del MEstabilidad del Méétodo de Euler (V)todo de Euler (V)

Concluimos entonces que:Concluimos entonces que:
1)1) El MEl Méétodo Expltodo Explíícito de Euler no es muy exacto (cito de Euler no es muy exacto (low low 

order methodorder method).).

2)2) Es condicionalmente estable (la soluciEs condicionalmente estable (la solucióón numn numéérica rica 
divergerdivergeráá si el paso de integracisi el paso de integracióón es muy pequen es muy pequeñño).o).

3)3) El intervalo de estabilidad viene dado por: El intervalo de estabilidad viene dado por: -- 2 < h 2 < h  < 0< 0..

4)4) Otros mOtros méétodos expltodos explíícitos como el de Euler tambicitos como el de Euler tambiéén n 
requerirrequeriráán de pasos de integracin de pasos de integracióón pequen pequeñños.os.

5)5) Para ecuaciones diferenciales Para ecuaciones diferenciales stiffstiff (( << << --11) el paso de ) el paso de 
integraciintegracióón no tendrn no tendríía que ser demasiado grande.a que ser demasiado grande.
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TTéécnicas Explcnicas Explíícitas de Orden Superiorcitas de Orden Superior
MMéétodos de Rungetodos de Runge--Kutta (I)Kutta (I)

 Como vimos previamente, la soluciComo vimos previamente, la solucióón de una EDO n de una EDO 
mediante la expansimediante la expansióón directa en serie de Taylor de la n directa en serie de Taylor de la 
funcifuncióón objeto no es prn objeto no es prááctica.ctica.

 Las derivadas de orden superior al primero que se Las derivadas de orden superior al primero que se 
necesitan conservar son, en general, bastante necesitan conservar son, en general, bastante 
complicadas. Por consiguiente, cuando se desee trabajar complicadas. Por consiguiente, cuando se desee trabajar 
con errores de orden superior no se pueden desarrollar con errores de orden superior no se pueden desarrollar 
algoritmos de calgoritmos de cáálculo anlculo anáálogos al de Euler directamente logos al de Euler directamente 
de la expanside la expansióón en serie de Taylor.n en serie de Taylor.

 Sin embargo, es posible desarrollar mSin embargo, es posible desarrollar méétodos de paso todos de paso 
simple que involucren evaluaciones de derivadas de 1er. simple que involucren evaluaciones de derivadas de 1er. 
Orden, pero que produzcan resultados equivalentes en Orden, pero que produzcan resultados equivalentes en 
exactitud a las fexactitud a las fóórmulas de Taylor de orden superior.rmulas de Taylor de orden superior.
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TTéécnicas Explcnicas Explíícitas de Orden Superior citas de Orden Superior 
MMéétodos de Rungetodos de Runge--Kutta (II)Kutta (II)

 Todos los mTodos los méétodos de Rungetodos de Runge--Kutta tienen Kutta tienen 
algoritmos de la forma:algoritmos de la forma:

donde donde , denominada, denominada funcifuncióón incrementon incremento, , 
representa una aproximacirepresenta una aproximacióón adecuada de n adecuada de f(t,x)f(t,x) en en 
el intervalo el intervalo [t[ti i , t, ti+1i+1].].

 La estructura del algoritmo nos dice que son La estructura del algoritmo nos dice que son 
mméétodos expltodos explíícitos.citos.

 i 1 i i ix x h t , x ,h   
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TTéécnicas Explcnicas Explíícitas de Orden Superior citas de Orden Superior 
MMéétodo Rtodo R--K de 2do. Orden (I)K de 2do. Orden (I)

Algoritmo:Algoritmo:

donde donde aa, , bb, , pp y y qq deben elegirse de manera que generen una deben elegirse de manera que generen una 
solucisolucióón cuya exactitud sea equivalente a la serie truncada de n cuya exactitud sea equivalente a la serie truncada de 
Taylor que retiene tTaylor que retiene téérminos hasta el orden rminos hasta el orden hh22..

 
 
 

i 1 i

1 2

1 i i

2 i i 1

x x h  

a k b k

k f t , x

k f t ph, x qhk

   

  



  
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TTéécnicas Explcnicas Explíícitas de Orden Superior citas de Orden Superior 
MMéétodo Rtodo R--K de 2do. Orden (II)K de 2do. Orden (II)

Identificamos dos casos:Identificamos dos casos:
1)1) Caso Caso b=1/2b=1/2. En este caso, . En este caso, a=1/2a=1/2, , p=1p=1 y y q=1q=1. Luego:. Luego:

2)2) Caso Caso b=1b=1. En este, . En este, a=0a=0, , p=1/2p=1/2 y y q=1/2q=1/2

 

 
 

i 1 i 1 2

1 i i

2 i i 1

hx x k k
2

k f t , x

k f t h, x hk

   



  

 
i 1 i 2

1 i i

2 i i 1

x x hk

k f t , x

h hk f t , x k
2 2

  



    
 
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TTéécnicas Explcnicas Explíícitas de Orden Superior citas de Orden Superior 
MMéétodo Rtodo R--K de 2do. Orden (III)K de 2do. Orden (III)

Caso a=b=1/2 (Esquema Crank Caso a=b=1/2 (Esquema Crank –– Nicholson)Nicholson)
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TTéécnicas Explcnicas Explíícitas de Orden Superior citas de Orden Superior 
MMéétodo Rtodo R--K de 2do. Orden (IV)K de 2do. Orden (IV)

Caso b=1 y a=0 (Esquema del punto medio)Caso b=1 y a=0 (Esquema del punto medio)
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TTéécnicas Explcnicas Explíícitas de Orden Superior citas de Orden Superior 
MMéétodo Rtodo R--K de 3er. Orden (I)K de 3er. Orden (I)

Algoritmo:Algoritmo:

 
 
 

 

i 1 i

1 2 3

1 i i

2 i i 1

3 i i 2 1

x x h  

a k b k ck

k f t , x

k f t ph, x phk

k f t rh, x shk r s hk

   

   



  

      
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TTéécnicas Explcnicas Explíícitas de Orden Superior citas de Orden Superior 
MMéétodo Rtodo R--K de 3er. Orden (II)K de 3er. Orden (II)

Kutta seleccionKutta seleccionóó las constantes de tal manera que el las constantes de tal manera que el 
algoritmo adopta la siguiente forma:algoritmo adopta la siguiente forma:

 

 

 

i 1 i 1 2 3

1 i i

2 i i 1

3 i i 2 1

hx x k 4 k k
6

k f t , x

h hk f t , x k
2 2

k f t h, x 2hk hk

    



    
 

   
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TTéécnicas Explcnicas Explíícitas de Orden Superior citas de Orden Superior 
MMéétodo Rtodo R--K de 4to. OrdenK de 4to. Orden

De los diversos algoritmos de 4to. Orden, el siguiente De los diversos algoritmos de 4to. Orden, el siguiente 
es atribuido a Kutta :es atribuido a Kutta :

 

 

 

i 1 i 1 2 3 4

1 i i

2 i i 1

3 i i 2

4 i i 3

hx x k 2 k 2k k
6

k f t , x

h hk f t , x k
2 2
h hk f t , x k
2 2

k f t h, x hk

     



    
 
    
 

  
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TTéécnicas Explcnicas Explíícitas de Orden Superiorcitas de Orden Superior
Variantes del MVariantes del Méétodo Rtodo R--K de 4to. Orden (I)K de 4to. Orden (I)

 

i 1 i 1 2 3 4

1 i i

2 i i 1

3 i i 1 2

4 i i 2 3

h 1 1x x k 2 1 k 2 1 k k
6 2 2

k f t , x

h hk f t , x k
2 2

h 1 1 1k f t , x hk 1 hk
2 2 2 2

h 1k f t h, x k 1 hk
2 2



    
          

    


    
 
    

          
    

  
      

  
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 

 

 

i 1 i 1 2 3 4

1 i i

2 i i 1

3 i i 1 2

4 i i 1 2 3

hx x k 3k 3k k
8

k f t , x

h hk f t , x k
3 3
2h hk f t , x k hk
3 3

k f t h, x hk hk hk

     



    
 
     
 

    

TTéécnicas Explcnicas Explíícitas de Orden Superiorcitas de Orden Superior
Variantes del MVariantes del Méétodo Rtodo R--K de 4to. Orden (II)K de 4to. Orden (II)
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TTéécnicas Explcnicas Explíícitas de Orden Superiorcitas de Orden Superior
Errores de Truncamiento del MErrores de Truncamiento del Méétodo Rtodo R--K (I)K (I)
 Dado que los algoritmos RK de orden Dado que los algoritmos RK de orden mm se generaron se generaron 

requiriendo que la expresirequiriendo que la expresióón n xxi+1i+1 = x= xii + h + h  (t(ti i , x, xii , h)  , h)  coincidiese coincidiese 
con la expansicon la expansióón en serie de Taylor de la solucin en serie de Taylor de la solucióónn x(t) x(t) hasta los hasta los 
ttéérminos de ordenrminos de orden hhmm,, el error local de truncamiento viene el error local de truncamiento viene 
expresado a travexpresado a travéés de la siguiente expresis de la siguiente expresióón: n: 
|e|=K h|e|=K hm+1m+1 +O(h+O(hm+2m+2))..

 La constante La constante KK depende (usualmente de una manera depende (usualmente de una manera 
complicada) de complicada) de f(t,x)f(t,x) y sus derivadas parciales de orden y sus derivadas parciales de orden 
superior.superior.

 Si uno supone que Si uno supone que hh es suficientemente pequees suficientemente pequeñño como para que o como para que 
el error sea dominado por el primer tel error sea dominado por el primer téérmino, entonces es posible rmino, entonces es posible 
encontrar cotas para encontrar cotas para KK..

 En general tales cotas dependen de las cotas para En general tales cotas dependen de las cotas para f(t,x)f(t,x) y sus y sus 
derivadas parciales y del particular algoritmo Rderivadas parciales y del particular algoritmo R--K utilizado.K utilizado.
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 Ralston demostrRalston demostróó que particulares elecciones de los que particulares elecciones de los 
parparáámetros libres en las ecuaciones indeterminadas para metros libres en las ecuaciones indeterminadas para 
las constantes del algoritmo minimizan el llas constantes del algoritmo minimizan el líímite superior mite superior 
de de KK..

 Para poder elegir un tamaPara poder elegir un tamañño razonable de paso de o razonable de paso de 
integraciintegracióón, se necesita efectuar una estimacin, se necesita efectuar una estimacióón del error n del error 
que se comete en la integracique se comete en la integracióón a travn a travéés de un paso.s de un paso.

 El tamaEl tamañño del paso debero del paso deberíía ser:a ser:
1)1) Suficientemente pequeSuficientemente pequeñño como para alcanzar la exactitud o como para alcanzar la exactitud 

requerida por la solucirequerida por la solucióón.n.
2)2) Suficientemente grande como para mantener bajo control los Suficientemente grande como para mantener bajo control los 

errores de redondeo.errores de redondeo.

Este Este úúltimo factor es muy importante, particularmente ltimo factor es muy importante, particularmente 
cuando la EDO es complicada y cada evaluacicuando la EDO es complicada y cada evaluacióón de la n de la 
derivada requiere un tiempo sustancial de cderivada requiere un tiempo sustancial de cáálculo.lculo.

TTéécnicas Explcnicas Explíícitas de Orden Superiorcitas de Orden Superior
Errores de Truncamiento del MErrores de Truncamiento del Méétodo Rtodo R--K (II)K (II)
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TTéécnicas Explcnicas Explíícitas de Orden Superiorcitas de Orden Superior
MMéétodos de Runge  todos de Runge  -- Kutta Kutta 

Conclusiones:Conclusiones:
 Las tLas téécnicas de Runge  cnicas de Runge  -- Kutta no son Kutta no son úúnicas.nicas.
 El mEl méétodo de RK de 2do. Orden es mtodo de RK de 2do. Orden es máás exacto que el Ms exacto que el Méétodo todo 

ExplExplíícito de Euler.cito de Euler.
 Fehlberg utilizFehlberg utilizóó una tuna téécnica RK de 6 evaluaciones de la derivada cnica RK de 6 evaluaciones de la derivada 

(regla de 5to. orden), y mostr(regla de 5to. orden), y mostróó que 4 de esas evaluaciones podque 4 de esas evaluaciones podíían an 
recombinarse para suministrar una regla de 4to. Orden.recombinarse para suministrar una regla de 4to. Orden.

 Esto es muy Esto es muy úútil debido a que la diferencia entre las dos til debido a que la diferencia entre las dos 
estimaciones determina un error que puede utilizarse en el contrestimaciones determina un error que puede utilizarse en el control ol 
adaptativo del tamaadaptativo del tamañño de paso.o de paso.

 La tLa téécnica de Fehlberg se halla implementada en la rutina de cnica de Fehlberg se halla implementada en la rutina de 
MATLAB MATLAB ode45.mode45.m



14/10/201614/10/2016 MatemMatemáática Superior Aplicada    tica Superior Aplicada    
Dr. Alejandro S. M. Santa Cruz               UTN Dr. Alejandro S. M. Santa Cruz               UTN -- FRRoFRRo

5151

MMéétodo Impltodo Implíícito de Euler (I)cito de Euler (I)
(Backward Euler)(Backward Euler)

 i 1 i i 1 i 1x x h f t , x   

h es el paso de integracies el paso de integracióónn

Algoritmo:Algoritmo:
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MMéétodo Impltodo Implíícito de Euler (II)cito de Euler (II)
((Backward Euler)Backward Euler)

 Para este caso se requiere llamar a un Para este caso se requiere llamar a un solver (fsolve)solver (fsolve) para para 
obtener el nuevo valor de obtener el nuevo valor de x(t)x(t) al final de cada paso de al final de cada paso de 
integraciintegracióón.n.

 Sin embargo esto conduce a un esquema espaciado/integraciSin embargo esto conduce a un esquema espaciado/integracióón n 
que es que es incondicionalmente estableincondicionalmente estable si si λλ < 0< 0, y , y condicionalmente condicionalmente 
estableestable si si λλ > 0> 0..

 La soluciLa solucióón de nuestra problema de prueba utilizando el n de nuestra problema de prueba utilizando el 
esquema implesquema implíícito de Euler se muestra a continuacicito de Euler se muestra a continuacióón, para    n, para    
h = 2h = 2 ((λλ = = −−11). ). 

 Si comparamos esta soluciSi comparamos esta solucióón con la obtenida a travn con la obtenida a travéés del s del 
esquema explesquema explíícito de Euler, vemos que si bien los resultados cito de Euler, vemos que si bien los resultados 
no son particularmente exactos, al menos el esquema no son particularmente exactos, al menos el esquema 
numnuméérico es al menos estable.rico es al menos estable.



14/10/201614/10/2016 MatemMatemáática Superior Aplicada    tica Superior Aplicada    
Dr. Alejandro S. M. Santa Cruz               UTN Dr. Alejandro S. M. Santa Cruz               UTN -- FRRoFRRo

5353

Ejemplo 01Ejemplo 01
MMéétodo Impltodo Implíícito de Eulercito de Euler

Archivo de Comando de MATLAB:Archivo de Comando de MATLAB:
Reactor.m: Reactor.m: Archivo de comandos que llama a la funciArchivo de comandos que llama a la funcióónn
EulerImplicit.mEulerImplicit.m..

MMéétodo:todo:
EulerImplicit.m:EulerImplicit.m: FunciFuncióón que implementa el algoritmo n que implementa el algoritmo 
implimplíícito de Euler.cito de Euler.

Funciones:Funciones:
TestFunction.m: TestFunction.m: FunciFuncióón que implementa el lado derecho n que implementa el lado derecho 
de la EDO explde la EDO explíícita (llamada por cita (llamada por EulerImplicit.mEulerImplicit.m).).
funToSolve.m:funToSolve.m: FunciFuncióón que calcula el residuo en el esquema n que calcula el residuo en el esquema 
implimplíícito (llamada por cito (llamada por EulerImplicit.mEulerImplicit.m).).
fsolve.m:fsolve.m: FunciFuncióón que resuelve la ecuacin que resuelve la ecuacióón impln implíícita para cita para 
obtener el valor actualizado de obtener el valor actualizado de xx..
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Ejemplo 01Ejemplo 01
MMéétodo Impltodo Implíícito de Eulercito de Euler

EjecuciEjecucióón del Programa en MATLABn del Programa en MATLAB

>> Reactor
Ingrese el valor inicial de x(t): 1
Ingrese el tiempo inicial t0: 0
Ingrese el tiempo final tf: 10
Ingrese el número de pasos: 100
Ingrese la función de prueba: 'TestFunction'
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Ejemplo 01Ejemplo 01
MMéétodo Impltodo Implíícito de Eulercito de Euler

SoluciSolucióón del problema utilizando 100 pasos sobre 10 seg.n del problema utilizando 100 pasos sobre 10 seg.
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Ejemplo 01Ejemplo 01
MMéétodo Impltodo Implíícito de Eulercito de Euler

SoluciSolucióón del problema utilizando 5 pasos sobre 10 seg. mediante el esqun del problema utilizando 5 pasos sobre 10 seg. mediante el esquema implema implíícito de cito de 
Euler.Euler.
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Estabilidad del MEstabilidad del Méétodo Impltodo Implíícito de Euler (I)cito de Euler (I)
 Nuevamente, la soluciNuevamente, la solucióón exacta de la ecuacin exacta de la ecuacióón:n:

es:es:

 Para Para λλ < 0< 0, la soluci, la solucióón debern deberíía decaer a cero. Deseamos a decaer a cero. Deseamos 
que nuestra solucique nuestra solucióón numn numéérica haga lo mismo. Para el rica haga lo mismo. Para el 
mméétodo impltodo implíícito de Euler el algoritmo viene dado por:cito de Euler el algoritmo viene dado por:

 Para que la soluciPara que la solucióón numn numéérica tienda a cero, entonces se rica tienda a cero, entonces se 
debe verificar que:debe verificar que:

 Por lo tanto, para Por lo tanto, para λλ < 0< 0,, la solucila solucióón numn numéérica siempre rica siempre 
tendertenderáá a cero para cualquier tamaa cero para cualquier tamañño de paso.o de paso.

exacta tx e

 dx x  para x t 0 1
dt

   

i 1 i i 1 i i 1x x h f x h x      

 i 1 i
1x x

1 h 
 
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Estabilidad del MEstabilidad del Méétodo Impltodo Implíícito de Euler (II)cito de Euler (II)
 Un desarrollo mUn desarrollo máás exacto de la solucis exacto de la solucióón alrededor den alrededor de tti+1i+1

suministra:suministra:

donde donde O(hO(h33)) es el error local de truncamiento.es el error local de truncamiento.
 El error en la  iteraciEl error en la  iteracióón n i+1i+1 es:                                       es:                                       

de donde resulta:de donde resulta:

 Si el denominador tiene mSi el denominador tiene móódulo mayor que la unidad el dulo mayor que la unidad el 
error decaererror decaeráá..

 Esto se cumplirEsto se cumpliráá siempre que siempre que λλ < 0< 0; sin embargo esa ; sin embargo esa 
condicicondicióón se cumplirn se cumpliráá ademademáás para s para λλ > 0 > 0 cuando cuando λλ h > 2h > 2..

   
   

 
i 1 i 1 i 1 i 1, ,

2 2
3

i i 1 2
t x t t x t

dx h d xx t x t h O h
dt 2 dt

   



       
   

 i 1 i 1 i 1e x x t   

 
   

2
2

i i 1

i 1 i

he x t 12e e
1 h 1 h





 
 

   
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Estabilidad del MEstabilidad del Méétodo Impltodo Implíícito de Euler (III)cito de Euler (III)

Concluimos entonces que el mConcluimos entonces que el méétodo es:todo es:
1)1) No muy exacto (No muy exacto (low order methodlow order method).).

2)2) Incondicionalmente estable si Incondicionalmente estable si λλ < 0. < 0. El mEl méétodotodo es es 
estable cualquiera seaestable cualquiera sea el valor de el valor de hh..

3)3) Condicionalmente estable para Condicionalmente estable para λλ > 0 > 0 si si λλ h >  2 h >  2 ..

4)4) Por lo tanto el esquema implPor lo tanto el esquema implíícito es mucho mcito es mucho máás s 
estable que el esquema explestable que el esquema explíícito.cito.
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ModificaciModificacióón del Mn del Méétodo de Euler debida a Gauss.todo de Euler debida a Gauss.
 La pobre aproximaciLa pobre aproximacióón del los mn del los méétodos de Euler todos de Euler 

(expl(explíícito e implcito e implíícito) se puede mejorar si se cito) se puede mejorar si se 
evalevalúúa la integral de a la integral de f(t,x)f(t,x) mediante la siguiente mediante la siguiente 
ffóórmula:rmula:

 Para determinar el valor de esta expresiPara determinar el valor de esta expresióón se n se 
requiere conocer requiere conocer f(tf(ti+1 i+1 , x, xi+1i+1) ) por consiguiente se por consiguiente se 
trata de un trata de un mméétodo impltodo implíícitocito..

TTéécnicas Implcnicas Implíícitas de Orden Superiorcitas de Orden Superior
MMéétodo Euler todo Euler –– Gauss (I)Gauss (I)

     
i 1

EGM FEM BEM
i i i i 1 i 1 i 1 i 1

h 1x x f t , x f t , x x x
2 2          
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Algoritmo Predictor Algoritmo Predictor -- Corrector:Corrector:
1)1) Etapa predictora:Etapa predictora:

2)2) Etapa correctora:Etapa correctora:

 i 1 i i

( p ) ( c ) ( c )
ix x h f t , x


 

   i 1 i i i 1

( c ) ( c ) ( c ) ( p )
i i 1

hx x f t , x f t , x   ; i 1,2, ...,
2 
     

TTéécnicas Implcnicas Implíícitas de Orden Superiorcitas de Orden Superior
MMéétodo Euler todo Euler –– Gauss (II)Gauss (II)
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 El error absoluto en cada iteraciEl error absoluto en cada iteracióón es:n es:

 Como en el MComo en el Méétodo Impltodo Implíícito de Euler (BEM), el Mcito de Euler (BEM), el Méétodo todo 
de Eulerde Euler--Gauss (EGM) es Gauss (EGM) es incondicionalmente estableincondicionalmente estable
para todo para todo  < 0< 0, , pero el factor de amplificacipero el factor de amplificacióón tendern tenderáá a a 
--11 cuando cuando   -- , , lo cual nos indica que se estlo cual nos indica que se estáá cerca de cerca de 
la inestabilidadla inestabilidad..

 Por lo tanto el EGM puede no ser mejor que el BEM Por lo tanto el EGM puede no ser mejor que el BEM 
para ecuaciones suficientemente para ecuaciones suficientemente stiffstiff (( << << -- 11).).

 
i 1 i

EGM EGM 31 he e O h
1 h

      

TTéécnicas Implcnicas Implíícitas de Orden Superiorcitas de Orden Superior
MMéétodo Euler todo Euler –– GaussGauss
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TTéécnicas Implcnicas Implíícitas de Orden Superiorcitas de Orden Superior
MMéétodos de Mtodos de Múúltiples Evaluaciones (I)ltiples Evaluaciones (I)
 Si extendemos el algoritmo EulerSi extendemos el algoritmo Euler--Gauss a Gauss a óórdenes rdenes 

superiores podrsuperiores podrííamos perder el intervalo infinito de amos perder el intervalo infinito de 
estabilidad.estabilidad.

 Para obtener un algoritmo implPara obtener un algoritmo implíícito de orden superior al cito de orden superior al 
MMéétodo Eulertodo Euler--Gauss debemos utilizar un enfoque Gauss debemos utilizar un enfoque 
diferente.diferente.

 Consideremos la expansiConsideremos la expansióón en serie de Taylor de la n en serie de Taylor de la 
solucisolucióón n x(t)x(t)::

 El enfoque de paso mEl enfoque de paso múúltiple implica seguir la trayectoria ltiple implica seguir la trayectoria 
de cada uno de los tde cada uno de los téérminos de la serie (la funcirminos de la serie (la funcióón y sus n y sus 
derivadas) en cada etapa del proceso de integraciderivadas) en cada etapa del proceso de integracióón. n. 

         
2 3

i 1 i i i i
h hx t x t h x' t x'' t x''' t ...
2! 3!      
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 Definimos el siguiente vector:Definimos el siguiente vector:

 Queremos estimar            dado que conocemos          .Queremos estimar            dado que conocemos          .

 

 
 

 

 

i

i

2
i i

3
i

x t
hx' t

1x t h x'' t
2
1 h x''' t
6



 
 
 
   
 
 
 
 

TTéécnicas Implcnicas Implíícitas de Orden Superiorcitas de Orden Superior
MMéétodos de Mtodos de Múúltiples Evaluaciones (II)ltiples Evaluaciones (II)

 i 1x t


  ix t

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 Podemos expandir cada una de esas derivadas en series de Podemos expandir cada una de esas derivadas en series de 
Taylor:Taylor:

donde hemos ignorado los tdonde hemos ignorado los téérminos de rminos de O(hO(h55))..

         

       

     

3 4
IV2

i 1 i i i

2 2 3 4
IV

i 1 i i

3 3 4
IV

i 1 i

h hh x' t h x' t h x'' t x''' t x
2 6

h h h hx'' t x'' t x''' t x
2 2 2 4

h h hx''' t x''' t x
6 6 6







   

  

 

TTéécnicas Implcnicas Implíícitas de Orden Superiorcitas de Orden Superior
MMéétodos de Mtodos de Múúltiples Evaluaciones (III)ltiples Evaluaciones (III)
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 Podemos escribir este conjunto de ecuaciones en Podemos escribir este conjunto de ecuaciones en 
forma vectorial:forma vectorial:

     
4

IV
i 1 i

1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 hx t x t x
0 0 1 3 6 24
0 0 0 1 4

B

 



   
   
    
   
   
   

TTéécnicas Implcnicas Implíícitas de Orden Superiorcitas de Orden Superior
MMéétodos de Mtodos de Múúltiples Evaluaciones (IV)ltiples Evaluaciones (IV)
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 Definamos ahora:Definamos ahora:

 Luego tenemos:Luego tenemos:

 
 

p

i 1 ix B .x t
 

 

 
 

i 1

p 4
IV

i 1

n

1
4 hx x x
6 24

a4



 

 

 
 
 
 
 
 



TTéécnicas Implcnicas Implíícitas de Orden Superiorcitas de Orden Superior
MMéétodos de Mtodos de Múúltiples Evaluaciones (V)ltiples Evaluaciones (V)
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 Desafortunadamente, la cantidad:                es desconocida.Desafortunadamente, la cantidad:                es desconocida.
 La consideraremos constante y la elegiremos de manera La consideraremos constante y la elegiremos de manera 

que satisfaga nuestra ecuacique satisfaga nuestra ecuacióón diferencial.n diferencial.
 Recordemos que Recordemos que xx’’=f(t,x)=f(t,x) es nuestra EDO. Por consiguiente es nuestra EDO. Por consiguiente 

la segunda componente del vector debe satisfacer esta la segunda componente del vector debe satisfacer esta 
ecuaciecuacióón, por lo tanto:n, por lo tanto:

 
 

p

i 1 i 1 n i 1 i 1
2 2

x x 4a hf t , x
 

   

            

 
4

IVh x
24

TTéécnicas Implcnicas Implíícitas de Orden Superiorcitas de Orden Superior
MMéétodos de Mtodos de Múúltiples Evaluaciones (VI)ltiples Evaluaciones (VI)
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 De aquDe aquíí obtenemos:obtenemos:

 Si introducimos esta cantidad en la expresiSi introducimos esta cantidad en la expresióón para n para xxi+1i+1
obtenemos: obtenemos: 

donde:donde:

  p
i 1n i 1

2
4a hf x  

 p

i 1 i i 1i 1

2

x B . x r hf x
  

 

  
        

1
4

1
r

3
2

1

 
 
 

  
 
  
 

TTéécnicas Implcnicas Implíícitas de Orden Superiorcitas de Orden Superior
MMéétodos de Mtodos de Múúltiples Evaluaciones (VII)ltiples Evaluaciones (VII)
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 Dado que hemos ignorado los tDado que hemos ignorado los téérminos de rminos de O(hO(h55) ) en las en las 
series de Taylor, el error local es series de Taylor, el error local es O(hO(h55) ) yy el mel méétodo es de todo es de 
4to. Orden.4to. Orden.

 El mEl méétodo es impltodo es implíícito en  cito en  xxi+1i+1..

 NumNumééricamente siempre esricamente siempre es inestableinestable..

 La particular elecciLa particular eleccióón del vector n del vector rr determina la regla.determina la regla.

 Dos elecciones de Dos elecciones de rr comcomúúnmente utilizadas son:nmente utilizadas son:
 Adams MoultonAdams Moulton: : rr = (3/8, 1, 6/11, 1/6)= (3/8, 1, 6/11, 1/6)TT

 GearGear:: rr = (6/11, 1, 6/11, 1/11)= (6/11, 1, 6/11, 1/11)TT

TTéécnicas Implcnicas Implíícitas de Orden Superiorcitas de Orden Superior
MMéétodos de Mtodos de Múúltiples Evaluaciones (VIII)ltiples Evaluaciones (VIII)
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Conclusiones:Conclusiones:
 Adams MoultonAdams Moulton posee una regiposee una regióón finita de n finita de 

estabilidad y es bueno para problemas estabilidad y es bueno para problemas no no -- stiffstiff..
 GearGear tiene una regitiene una regióón infinita de estabilidad (no n infinita de estabilidad (no 

obstante es menos exacto que obstante es menos exacto que Adams MoultonAdams Moulton) y ) y 
es el mes el méétodo frecuentemente utilizado para todo frecuentemente utilizado para 
problemas stiff.problemas stiff.

TTéécnicas Implcnicas Implíícitas de Orden Superiorcitas de Orden Superior
MMéétodos de Mtodos de Múúltiples Evaluaciones (IX)ltiples Evaluaciones (IX)
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Control Adaptativo del TamaControl Adaptativo del Tamañño de Paso (I)o de Paso (I)

 Como en el caso de los mComo en el caso de los méétodos de cuadratura (integracitodos de cuadratura (integracióón n 
de funciones conocidas), queremos elegir un tamade funciones conocidas), queremos elegir un tamañño de paso o de paso 
que nos permita alcanzar una exactitud deseada de la que nos permita alcanzar una exactitud deseada de la 
solucisolucióón.n.

 Desafortunadamente, el tamaDesafortunadamente, el tamañño requerido del paso puede o requerido del paso puede 
cambiar de un punto a otro a medida que la integracicambiar de un punto a otro a medida que la integracióón n 
avanza.avanza.

 Esto conduce a la necesidad de tener que utilizar esquemas Esto conduce a la necesidad de tener que utilizar esquemas 
adaptativos para controlar el tamaadaptativos para controlar el tamañño del paso.o del paso.

 Para poder cambiar el tamaPara poder cambiar el tamañño del paso necesitamos efectuar o del paso necesitamos efectuar 
una estimaciuna estimacióón del error local de integracin del error local de integracióón.n.
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Control Adaptativo del TamaControl Adaptativo del Tamañño de Paso (II)o de Paso (II)

 Consideremos el mConsideremos el méétodo de Runge  todo de Runge  -- Kutta de 2do. Orden Kutta de 2do. Orden 
(esquema de Crank (esquema de Crank –– Nicholson):Nicholson):

 El error local de esta regla es El error local de esta regla es O(hO(h33)) ..
 Si efectuamos una evaluaciSi efectuamos una evaluacióón mn máás de la derivada en el s de la derivada en el 

punto medio del intervalo de integracipunto medio del intervalo de integracióón, resulta:n, resulta:

 

 
 

i 1 i 1 2

1 i i

2 i i 1

hx x k k
2

k f t , x

k f t h, x hk

   



  

 3 i i 1 2
h hk f t , x k k
2 4

      
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Control Adaptativo del TamaControl Adaptativo del Tamañño de Paso (III)o de Paso (III)

 Podemos combinar esta evaluaciPodemos combinar esta evaluacióón de la derivada con las n de la derivada con las 
otras dos para obtener una regla de tercer orden:otras dos para obtener una regla de tercer orden:

que es similar a la Regla de Simpson de cuadratura.que es similar a la Regla de Simpson de cuadratura.
 El error local es menor que la diferencia entre estas dos El error local es menor que la diferencia entre estas dos 

estimaciones:estimaciones:

 Si el error es mSi el error es máás grande que algs grande que algúún valor umbral elegido, n valor umbral elegido, 
entonces procedemos a reducir el tamaentonces procedemos a reducir el tamañño del paso. Si el o del paso. Si el 
error es menor que la tolerancia, podemos incrementar el error es menor que la tolerancia, podemos incrementar el 
tamatamañño del paso.o del paso.

 i 1 i 1 3 2
hx x k 4 k k
6    

     1 2 1 3 2 1 3 2
h h 1error k k k 4 k k k 2k k
2 6 3

       
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Control Adaptativo del TamaControl Adaptativo del Tamañño de Paso (IV)o de Paso (IV)
¿¿CCóómo determinamos el tamamo determinamos el tamañño del paso o del paso óóptimo?ptimo?

1)1) El error local en la regla de 2do. Orden (que domina la El error local en la regla de 2do. Orden (que domina la 
estimaciestimacióón del error) es n del error) es O(hO(h33))..

2)2) Si la estimaciSi la estimacióón del error local es n del error local es  y el my el mááximo error ximo error 
permitido es permitido es  , entonces: , entonces: 

por consiguiente:por consiguiente:

3)3) En la prEn la prááctica podemos elegir nuestro nuevo ctica podemos elegir nuestro nuevo hh un poco un poco 
mmáás peques pequeñño que este valor, digamos:o que este valor, digamos:

3
opth
h

  
   

1 / 3

opth h     

1 / 3

opth 0.9h     
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Control Adaptativo del TamaControl Adaptativo del Tamañño de Paso (V)o de Paso (V)
¿¿CCóómo determinamos el tamamo determinamos el tamañño del paso o del paso óóptimo? ptimo? 
(cont.)(cont.)

4)4) TambiTambiéén debemos establecer un ln debemos establecer un líímite superior y uno mite superior y uno 
inferior para inferior para hh. El l. El líímite superior sermite superior seráá alguna fraccialguna fraccióón del n del 
intervalo total de integraciintervalo total de integracióón. El ln. El líímite inferior, sirve como mite inferior, sirve como 
flagflag para advertirnos cuando nos aproximamos a la para advertirnos cuando nos aproximamos a la 
singularidad.singularidad.

5)5) Este mEste méétodo se halla implementado en la rutina todo se halla implementado en la rutina ode23.mode23.m de de 
MATLAB.MATLAB.
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MMéétodos de Paso Mtodos de Paso Múúltiple (I)ltiple (I)
 Existen otras familias de mExisten otras familias de méétodos que involucran en el todos que involucran en el 

ccáálculo de lculo de xxi+1i+1 el valor de la derivada en puntos el valor de la derivada en puntos 
anteriores: anteriores: ttii, , ttii--11, , ttii--22, etc. A estos m, etc. A estos méétodos se los denomina todos se los denomina 
tambitambiéén n mméétodos expltodos explíícitos citos oo mméétodos predictorestodos predictores.  .  

 Sin embargo, existen otras familias de mSin embargo, existen otras familias de méétodos que todos que 
involucran en el cinvolucran en el cáálculo de lculo de xxi+1i+1 el valor de la derivada en el valor de la derivada en 
el punto el punto tti+1i+1, esto es , esto es ffi+1 i+1 = f (t= f (ti+1 i+1 , x, xi+1i+1),), que depende a su vez que depende a su vez 
del valor de la solucidel valor de la solucióón en el punto que se desea calcular, n en el punto que se desea calcular, 
xxi+1i+1, el cual no se conoce. Ello implica que debe recurrirse , el cual no se conoce. Ello implica que debe recurrirse 
a ma méétodos iterativos. todos iterativos. 

 Es por eso que a estos mEs por eso que a estos méétodos se los denomina tambitodos se los denomina tambiéén n 
implimplíícitoscitos a diferencia de los expla diferencia de los explíícitos anteriormente citos anteriormente 
mencionados. mencionados. 
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MMéétodos de Paso Mtodos de Paso Múúltiple (II)ltiple (II)

 Para una integraciPara una integracióón que involucra n que involucra k+1k+1 intervalos que intervalos que 
terminan en el punto terminan en el punto tti+1i+1, aplicando sucesivamente el  M, aplicando sucesivamente el  Méétodo todo 
ExplExplíícito de Euler obtenemos:cito de Euler obtenemos:

donde donde ii(t)(t) es una funcies una funcióón escalonada con ordenadas n escalonada con ordenadas ffii=f(t=f(tii,x,xii),),
sobre los intervalos semiabiertos sobre los intervalos semiabiertos [t[tj j , t, tj+1j+1); j = i ); j = i -- k, ..., ik, ..., i. . 

 La integral puede asimilarse como el La integral puede asimilarse como el áárea bajo la curva rea bajo la curva 
indicada en la Figura siguiente:indicada en la Figura siguiente:

 i 1

i k
i 1 i k i

t

t
x x t  dt


   
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t0 t1 t2 t3 ti ti+1

fi+1fi
f3

f2
f1

f0

Q(t)i

t

MMéétodos de Paso Mtodos de Paso Múúltiple (III)ltiple (III)
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MMéétodos de Paso Mtodos de Paso Múúltiple (IV)ltiple (IV)
 Todos los mTodos los méétodos de paso mtodos de paso múúltiple pueden describirse a travltiple pueden describirse a travéés de la s de la 

siguiente ecuacisiguiente ecuacióón:n:

donde donde (t)(t) es un polinomio de interpolacies un polinomio de interpolacióón, que pasa por los puntos n, que pasa por los puntos (t(ti i , f, fii),),
apropiado para efectuar la integraciapropiado para efectuar la integracióón aproximada.n aproximada.

 Existen varias metodologExisten varias metodologíías (Lagrange, Newton, etc.), basadas, en general, as (Lagrange, Newton, etc.), basadas, en general, 
en tres estrategias caracteren tres estrategias caracteríísticas para determinar los coeficientes del sticas para determinar los coeficientes del 
polinomio de grado polinomio de grado pp::

1)1) InterpolaciInterpolacióón por diferencias hacia adelante.n por diferencias hacia adelante.
2)2) InterpolaciInterpolacióón por diferencias hacia atrn por diferencias hacia atráás. s. 
3)3) InterpolaciInterpolacióón por diferencias centradas.n por diferencias centradas.

 i 1

i k
i 1 i k

t

t
x x t  dt


   

p
n

n
n 0

a  t


  
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MMéétodos de Paso Mtodos de Paso Múúltiple (V)ltiple (V)
 Si se suponen a todos los puntos igualmente espaciados (Si se suponen a todos los puntos igualmente espaciados ( t = ht = h), cuando ), cuando 

utilizamos diferencias hacia adelante, comenzamos en el extremo utilizamos diferencias hacia adelante, comenzamos en el extremo inferior inferior 
del intervalo, tomando del intervalo, tomando tt11 = (t= (t11 -- tt00 )), , tt2 2 = (t= (t2 2 -- tt11 )), y as, y asíí sucesivamente.sucesivamente.

 Conocidos los puntos Conocidos los puntos tt00, , tt11,..., ,..., ttii, se busca el polinomio que pase por todos , se busca el polinomio que pase por todos 
los puntos, los puntos, extrapolandoextrapolando el valor de el valor de (t(ti+1i+1, f, fi+1i+1)). . 

 A esta fA esta fóórmula de integracirmula de integracióón se la conoce como n se la conoce como ffóórmula de integracirmula de integracióón n 
abiertaabierta, y es muy sencillo demostrar (aplicando la f, y es muy sencillo demostrar (aplicando la fóórmula de rmula de 
interpolaciinterpolacióón de Newton para polinomios de grado n de Newton para polinomios de grado pp) las siguientes ) las siguientes 
expresiones:expresiones:
1)1) Para Para p=3p=3::

2)2) Para Para p=5p=5::

   5
i 1 i i i 1 i 2 i 3

hx x 55 f 59 f 37 f 9 f  ; =O h
24        

   7
i 1 i 5 i i 1 i 2 i 3 i 4

3x x h 11 f 14 f 26 f 14 f 11 f  ; O h
10            
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f0

f1
fi-1

fi+1

fi

t0 t1 t2 ti-1 ti ti+1

Q(t)

t

f2

M(t)

MMéétodos de Paso Mtodos de Paso Múúltiple (VI)ltiple (VI)

Integración abierta paso múltiple.
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MMéétodos de Paso Mtodos de Paso Múúltiple (VII)ltiple (VII)
 Si en cambio utilizamos Si en cambio utilizamos ffóórmulas de integracirmulas de integracióón cerradasn cerradas, el polinomio de , el polinomio de 

interpolaciinterpolacióón ahora no sn ahora no sóólo debe pasar por los puntos conocidos: lo debe pasar por los puntos conocidos: tt00, , tt11, , 
tt22,,……,, ttii sino ademsino ademáás por s por (t(ti+1i+1, f, fi+1i+1)). . 

 AquAquíí utilizamos las futilizamos las fóórmulas de diferencias hacia atrrmulas de diferencias hacia atráás, bass, basáándonos en el ndonos en el 
extremo derecho del intervalo extremo derecho del intervalo tt11 = (t= (ti+1i+1 -- ttii )), , tt2 2 = (t= (ti i –– ttii--11 ))y asy asíí
sucesivamente. sucesivamente. 

 Nuevamente, es fNuevamente, es fáácil demostrar a partir del procedimiento de Newton cil demostrar a partir del procedimiento de Newton 
para interpolacipara interpolacióón de un polinomio de grado n de un polinomio de grado pp usando diferencias finitas usando diferencias finitas 
(propagaci(propagacióón hacia atrn hacia atráás), las siguientes fs), las siguientes fóórmulas para la estimacirmulas para la estimacióón:n:
1)1) Para Para p=3p=3::

2)2) Para Para p=5p=5::

   5
i 1 i i 1 i i 1 i 2

hx x 9 f 19 f 5 f f  ; =O h
24        

   7
i 1 i i 1 i i 1 i 2 i 3

2x x h 7 f 32 f 12 f 32 f 7 f  ; =O h
45          
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MMéétodos de Paso Mtodos de Paso Múúltiple (VIII)ltiple (VIII)

 Como puede observarse, en estas dos Como puede observarse, en estas dos úúltimas expresiones ltimas expresiones 
para el cpara el cáálculo de lculo de xxi+1i+1, debemos disponer en el miembro , debemos disponer en el miembro 
derecho, de los valores de derecho, de los valores de ffi+1i+1, que a su vez dependen de , que a su vez dependen de 
xxi+1i+1. . 

 Esto nos conduce a la necesidad de un mEsto nos conduce a la necesidad de un méétodo iterativo, todo iterativo, 
que implica mque implica máás esfuerzo de cs esfuerzo de cáálculo, pero permite, en lculo, pero permite, en 
general, reducir el error de integracigeneral, reducir el error de integracióón.n.




